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Феноменологічна модель динаміки 
концентрації йонів та мембранного потенціалу 

ембріональних клітин

Біологічні мембрани характеризуються не лише складною молеку-
лярною будовою, а й наявністю електричного поля, яке генерується 
електростатично – фіксованими зарядами та електродинамічно – йон-
ними потоками. Трансмембранний потенціал (ТМП) – маркерна величи-
на, що характеризує фізіологічний стан клітини, впливає на зворотні 
зв’язки в її межах, є інтегральною частиною системи контролю жит-
тєдіяльності. Раніше ми вже досліджували математичні моделі зміни 
фізіологічних параметрів клітини [3]. Потоки йонів Na+, K+ та Cl–, що 
входять у клітину та виводяться в середовище через транспортні сис-
теми, є потужними сигналами, які регулюють йонний баланс клітини, 
підтримують баланс води й ТМП, а також опосередковано регулюють 
клітинну проліферацію, диференціацію та міграцію у регенераційному 
й ембріональному морфогенезі [15]. Отже, самоорганізацію системи 
æива клітина можна ініціювати, змінивши її параметри, що, як на-
слідок, впливає на величину ТМП.

Моделювання мембранних процесів у зародкових клітинах ґрунту-
ється на теорії Ходжкіна – Катса про мембранну електричну актив-
ність [7]. Реакції, які відбуваються в клітині, надзвичайно складні 
й охоплюють багато проміжних сполук, тому їх математичний опис 
здійс нюють системами диференціальних рівнянь або диференціаль-
но-алгебраїчних рівнянь.
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Мета дослідження. Вивчали ТМП, йонні потоки Na+, K+ та Cl–, 
зміну концентрацій потенціалгенерувальних йонів, напрями “пове-
дінки” моделі.

Об’єкт дослідження – потоки йонів і їх вплив на ТМП. Предмет 
дослідження – математична модель динаміки концентрацій йонів, яка 
дозволяє дослідити їх вплив на зміни сумарних потоків Na+, K+ та 
Cl– та ТМП клітини.

Матеріали і методи дослідження. Математична модель складається 
з двох блоків (рис. 1): І блок – мембрана клітини з головною харак-
теристикою – ТМП та йонними транспортерами: йонними каналами 
(К+-, Na+- та Cl–-канали), Na+–K+-помпою та Na+–K+–Cl–-котранспор-
тером (NKCC1); ІІ блок описує концентрацію моновалентних йонів у 
клітині та позаклітинному середовищі.

Рис. 1. Транспортування йонів через плазматичну мембрану. 
1 – ТМП; 2 – зовнішньоклітинна концентрація йонів кожного типу; 

3 – внутрішньоклітинна концентрація йонів кожного типу; стрілками позначено 
потоки йонів через йонотранспортні системи плазматичної мембрани.

αТМП чутливий до будь-яких зміщень. До них можна віднести 
концентрацію йонів, мембранну проникність, рН, порушення бар’єр-
ної функції плазматичної мембрани й т. ін. Припустімо, що в певний 
момент часу всі йонотранспортні системи рівномірно розподілені в 
плазматичній мембрані. Проникність плазматичної мембрани для йо-
нів і провідність є сталою в часі. Плазматична мембрана зародкової 
клітини гомогенна та нейтральна, тому ТМП обчислюємо за рівнянням 
Гольдмана – Ходжкіна – Катца:
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де φ – трансмембранний потенціал; ÐNa, ÐK, ÐCl – мембранна про-
никність для йонів Na+, K+ і Cl– відповідно; b – нормований параметр, 
b = RT/F.

Математична модель динаміки концентрації йонів представлена 
рівняннями активних і пасивних потоків, напрям яких залежить від 
механізму транспортування йонів системами. Швидкість змін концен-
трації йонів визначається з рівнянь: 
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де Ji – густина потоків йонів; S – площа мембрани клітини;  [K+], [Na+] 
і [Cl–] – концентрація калію, натрію та хлору в (і) та поза (о) клітиною.
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Згідно з першим законом Фіка й механізмами регулювання цито-
зольної та позаклітинної концентрації йонів значення результуючих 
йонних потоків є алгебраїчною сумою потоків йонотранспортних сис-
тем для кожного з йонів:

+ +Ÿ
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де JK, JNa, JCa, JCl – сумарні потоки йонів K+, Na+ Ca2+ і Cl– відповідно; 
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натрієвим, кальцієвим та хлорним каналами відповідно; +K
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NKCCJ  – потоки йонів K+, Na+ і Cl– через NKCC1 відповідно 

Такий тип моделі передбачає однакову концентрацію йонів кожного 
типу по всій клітині.

Йонні канали – унікальні молекулярні утворення, що є платфор-
мою для реакцій перенесення йонів та молекул води. Традиційно йонні 
канали поділяють на лігандкеровані [16], потенціалзалежні [18], ме-
ханочутливі [4]. Найбільш охарактеризованими серед йонних каналів 
є натрієві, калієві, кальцієві та хлорні канали. Пасивний потік йонів 
за електрохімічним градієнтом через йонні канали описується рівнян-
ням Гольдмана [6]:
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де channel
iJ  – пасивний потік j-х йонів з боку x на бік y через клітинну 

мембрану, j – К+, Na+ та Cl–, Ðj – коефіцієнт проникності мембрани 
для j-го йона, zj – валентність j-го йона, F – стала Фарадея; Vm – 
трансмембранний потенціал; R – універсальна газова стала; T – тем-
пература; Cj,i/Cj,o – концентрація j-х йонів у та поза клітиною. Отже, 
пасивні потоки йонів через канали є функціями часу від йонних кон-
центрацій і ТМП.

DiFrancesco та Noble [5] запропонували математичний опис потоку 
йонів через Na+–K+-помпу кардіоміоциту, що залежить від концен-
трацій йонів Na+ та K+ у клітині та зовнішньоклітинному середови-
щі. Феноменологічне рівняння, що описує потоки Na+ та К+ через 
базолатеральну Na+–K+-помпу, запропоноване Hoffman і Tosteson [8], 
Lindenmayer [10], а також Strieter та співавторами для епітеліальних 
клітин [14]:
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max

ATPaseJ − – максимальний потік йонів через Na+–K+-помпу; 
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Електрогенна Na+–K+-помпа ідентифікована у всіх типах тварин-
них клітин [4]; через неї транспортуються три йони Na+ у клітину в 
обмін на два позаклітинних йони K+ проти градієнта їх концентрації 
за рахунок енергії гідролізу однієї молекули АТФ за наявності йонів 
Mg2+. Тому співвідношення між потоками Na+ та K+ через Na+–K+-
пом пу запишемо як
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Na+–K+–Cl–-котранспортер (NKCC1) – вторинноактивна транспортна 
система, основна функція якої полягає у підтриманні у [Cl–]і вище 
її електрохімічної рівноваги та постійного об’єму клітини [11, 17]. 
Механізм роботи NKCC1 електронейтральний, за один цикл при 
нормальних фізіологічних умовах роботи білок транспортує у кліти-
ну йони у співвідношенні 1Na+:2Cl–:1К+ [12]. Запишемо потік йонів 
через NKCC1 [9]:
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Співвідношення між потоками Na+, К+ та Cl– через NKCC1 вира-
зимо як

Na K Cl1 / 2 ,NKCC NKCC NKCC
NKCCJ J J J= = = (12)

де 
max
NKCCJ  – максимальний потік йонів через Na+–K+–Cl–-котранс портер.

Математична модель описана системою 12 нелінійних диференціаль-
них і алгебраїчних рівнянь. Сформульована задача Коші, яка розв’я-
зується методом Гіра. Параметри та змінні моделі, їх позначення й 
числові значення подано в таблиці.
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Результати дослідження та їх обговорення. Побудована матема-
тична модель дає змогу якісно дослідити динаміку потоків йонів, їх 
концентрацій і ТМП на етапі розвитку Misgurnus fossilis L. від 0 до 
10 год. Запропонована модель враховує три альтернативні механізми 
переміщення йонів натрію, калію та хлору через мембрану: йонні ка-
нали, NKCC та Na+–K+-помпу.

На рис. 2 представлено часозалежні зміни концентрації йонів Na+, 
K+ та Cl– у клітині. Результати моделювання показують, що одно-
часно з неперервним нелінійним зростанням цитозольного калію в 
період дроблення значення натрієвої та хлорної концентрації у клі-
тині зменшуються. Ці дані якісно узгоджуються з експериментально 
визначеними значеннями цих йонів у гомогенатах зародкових клітин 
[1]. Такий розподіл йонів пояснюють роботою натрієвих і калієвих 
каналів, а також натрієвої помпи. Нелінійний і неколивний харак-
тер зміни концентрацій йонів, очевидно, пов’язаний з послідовним 
залученням йонотранспортних систем у регуляцію гомеостазу йонів 
Na+, K+ та Cl–.

Рис. 2. Динаміка внутрішньоклітинних йонних 
концентрацій Na+, K+ і Cl–.

Результати моделювання (рис. 3) свідчать, що ТМП зміщується в 
бік більш гіперполяризованих значень у період моделювання від 0 до 
10 год. Зменшення значення ТМП не є лінійним: повільне зменшення 
потенціалу спостерігається до 4 год. (–36 мВ), услід за яким від 4 до 
8,5 год. різко зменшується величина (–47 мВ) – ця цифра задовільно 
збігається зі значенням, отриманим в експерименті [2] (–45 мВ), далі 
до 10 год. спостерігається зменшення значення ТМП (–90 мВ). Мо-
дельні результати динаміки ТМП якісно узгоджуються з отриманими 
експериментально [2], хоча й не відтворюють характерних періодич-
них коливань.
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Рис. 3. Залежність зміни ТМП у часі.

Часові залежності динаміки потоків через натрієвий, калієвий та 
хлорний канали зображено на рис. 4. Величина потоку йонів через 
натрієвий і хлорний канали набуває від’ємних значень, отже, потоки 
йонів Na+ та Cl– спрямовані в клітину.

Рис. 4. Динаміка потоків йонів через натрієвий, 
калієвий та хлорний канали в часі.

Із результатів моделювання (рис. 4) спостерігаємо зростання вели-
чини потоку йонів через калієвий канал, яке віддзеркалює сумарний 
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калієвий потік (рис. 5), що відповідає зростанню концентрації йонів 
K+ у клітині та спрямований із клітини назовні.

Рис. 5. Залежність зміни сумарних потоків для йонів Na+, K+ та Cl– у часі.

На рис. 6–8 представлено зміну потоків йонів Na+, К+ та Cl– через 
відповідні йонні канали від ТМП. Характер залежності потоків від 
ТМП однаковий, зі зростанням ТМП величини потоків йонів через ка-
нали збільшуються. Величина потоку К+ через калієвий канал спадає 
експонентно зі зменшенням ТМП.

Рис. 6. Залежність потоку йонів через натрієвий канал від ТМП.
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Рис. 7. Залежність потоку йонів через калієвий канал від ТМП.

Рис. 8. Залежність потоку йонів через хлорний канал від ТМП.
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Рис. 9. Залежність [Na+]і та [К+]о від потоку йонів через Na+–K+-помпу.

Як відомо, величина цитозольного Na+ відіграє головну роль у клі-
тині, впливаючи на [Ca2+]і та рН клітини через функціонування Na+-
Ca2+- та Na+-Н+-обмінників. Існує багато шляхів надходження натрію у 
клітину, але головним механізмом його видалення є Na+–K+-помпа, ос-
новними регуляторами якої є [Na+]і і [К+]о. Зі зростанням концентрацій 
цих йонів спостерігається нелінійне спадання потоку Na+–K+-помпою 
(рис. 9), хоча величина потоку через помпу в часі зростає (рис. 10).

Рис. 10. Динаміка потоку йонів через Na+–K+-помпу в часі.
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Оскільки Na+–K+-помпа не може компенсувати величину йонних по-
токів через натрієвий та калієвий канали, то в мембрані для підтриман-
ня значення [Na+] та [К+] існують системи активного транспорту: Na+–
Ca2+-обмінник та Na+–K+–Cl–-котранспортер. У моделі враховано лише 
вклад Na+–K+–Cl–-котранспортера. Відомо, що внутрішньоклітинні йони 
Сl– є важливими регуляторами Na+–K+–Cl–- котранспортера, для якого 
висока [Сl–]і інгібує йонні потоки через білок. На рис. 11 представлено

Рис. 11. Залежність потоку через Na+–K+–Cl–-котранспортер 
від зовнішньоклітинного хлору.

результати моделювання залежності величини потоку йонів через NKCC 
від зовнішьоклітинної концентрації йонів Сl–. Спостерігаємо експо-
нентне зростання значення потоку через NKCC з виходом на плато за 
зростання [Сl–]о (рис. 11). Потік йонів, опосередкований NKCC, спря-
мований у цитоплазму.

Висновки. Йонний обмін опосередковано впливає на трансмембран-
ний потенціал, змінюючи розподіл йонів по обидва боки плазматичної 
мембрани. Оскільки у моделі не враховано вплив АТР, без якої робота 
АТФаз є неможливою, то надалі слід розширити вивчення питання 
гомеостазу йонів з урахуванням АТР.
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Phenomenological Model of Dynamics Ions Concentration 
and the Membrane Potential of Embryo Cells

Z. FEDOROVYCH 
Danylo Halytskyi Lviv National Medical University

Biological membranes are characterized not only by complex molecular structure, 
but also by the presence of an electric field that is generated electrostatically by fixed 
charges and electrodynamically the flow of ions across the cell membrane. The transmem-
brane potential (TMP) is a marker value, which indicates the physiological state of cells, 
affects feedbacks within it, and it is an integral part of monitoring of life. The work 
complements the earlier conducted research of the mathematical models that describe the 
dynamics of the cells physiological parameters. The flows of Na+, K+ and Cl– ions into 
and out of the cell via ion transporters are the powerful signals that regulate ionic bal-
ance of cells, they maintain water balance and TMP, indirectly regulate cell proliferation, 
differentiation and migration in regeneration and embryonic morphogenesis.

Thus, self-organization system of a living cell can initiate changing of its param-
eters; consequently, that affects the value of TMP. The mathematical modeling of mem-
brane processes in the germ cells is based on the constant-field theory of Goldman. The 
reactions that occur in the cell are extremely complex and cover many intermediates. 
The mathematical model consists of two parts: the first part described by the plasma 
membrane, ion transporters: sodium, potassium, and chloride channels, sodium pump, 
NKCC1; and TMP. The second part describes changes of Na+, K+, and Cl– concentrations 
in and out of the cell. 
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In the mathematical model we suppose that: at the time all ion transport systems are 
uniformly distributed in the plasma membrane, the plasma membrane permeability to ions 
and conductivity are constant in time, the germ cell plasma membrane is homogeneous 
and neutral. The mathematical model is described by system of 12 nonlinear differential 
and algebraic equations. TMP is calculated by the Goldman-Hodgkin-Katz equation. Ac-
cording to the Fick's first law and regulation mechanisms of intracellular and extracel-
lular ion concentrations of the value of the resulting ion flows are the algebraic sum of 
the ion flows created by the ion transporters for each ion type. Passive flow of ions via 
an ion channel is described by the Goldman equation. Active flow of ions via sodium 
pump is dependent on the concentration of Na+ and K+ in and out of the cell. The ions 
flow through NKCC is dependent on K+, Na+, and Cl– concentrations in and out of the 
cell and the ratio of ions are pumped via the protein.

The dynamic model has the ability to simulate: ion transport across the plasma 
membrane and their distribution between the intracellular and extracellular side of the 
plasma membrane; the changes in the ion flows for an ion transporter and the total ion 
flow; TMP. The results of modeling are given graphically by the time-dependence of the 
ion concentrations, ion flows, TMP; dependence the ion flow on ion concentration, and 
ion flow on TMP. The results of the mathematical modeling showed that TMP changed 
from –16 to –90 mV during 10 hr of growth of the early loach embryo. The intracel-
lular potassium concentration increased, the sodium and chloride concentration in the 
cell decreased. Dependence of the ion flow across sodium pump on intracellular sodium 
and extracellular potassium concentrations was shown. This dependence had a nonlinear 
character. The dependences of the ion flows via sodium and chloride channels on TMP 
had nonlinear character. Another situation was found for the potassium flux through 
the potassium channel. The simulation results are in qualitative agreement with experi-
mental observations for the loach germ cell.

Key words: flow of ions, ion transporters, ions, membrane potential, mathematical 
modeling.


